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ΜΑΘΗΜΑ  10                         
1.1     ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ                                               
           Απαραίτητες γνώσεις προηγουµένων τάξεων 
           Θεωρία - Σχόλια  - Μέθοδοι - Ασκήσεις                                               
 
 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ιδιότητες 
•    0    0   ή   β=0αβ = ⇔ α =  

   •    0    0   και   β 0αβ ≠ ⇔ α ≠ ≠  

   Προσοχή στο λάθος :         αβ = αγ ⇒ β = γ ,  ισχύει µόνο για    0α ≠   
 
Το σωστό είναι :           αβ = αγ    ⇔    αβ – αγ = 0 
                                                                α(β – γ) = 0 
                                                                α = 0    ή    β – γ = 0 
                                                                α = 0    ή    β = γ 

 
•  Αν   0α ≠   τότε ισχύει η ισοδυναµία:      αβ = αγ ⇔ β = γ  
 
2. 
Ταυτότητες 
•   ( )2 2 22α ±β = α ± αβ+β  

•   ( )3 3 2 2 33 3α ±β = α ± α β+ αβ ±β  

•   ( )( )2 2α −β = α −β α +β  

•   ( ) ( )3 3 2 2α −β = α −β α +αβ+β  

•   ( )( )1 2 2 1  .  .  .  ν ν ν− ν− ν− ν−α −β = α −β α +α β+ +αβ +β  

•   ( )( )3 3 2 3α +β = α +β α −αβ+β  

•   ( )2 2 2 2 2 2 2α +β+ γ = α +β + γ + αβ+ βγ + γα  

 
3. 
Ιδιότητες 
•   2 2      α = β ⇒ α = β    και γενικότερα      α = β ⇒    ν να = β     

     Προσοχή,  το αντίστροφο ισχύει µόνο όταν οι  α, β είναι θετικοί.   

•    Αν   α, β  θετικοί τότε ισχύει η ισοδυναµία:         ν να = β ⇔ α = β  

•    2 2    α = β ⇔ α = β       ⇔ α =β    ή   α = −β  
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4. 
Ανισότητες: 
•    Προσθέτω κατά µέλη οµοιόστροφες ανισότητες 
•    Πολλαπλασιάζω κατά µέλη οµοιόστροφες ανισότητες, εφ’όσον έχουν µέλη    
      θετικά 
•     ∆εν αφαιρώ ούτε διαιρώ ανισότητες κατά µέλη. 
•    ν ν < β    α  < βα ⇔ ,  εφόσον   α, β  θετικοί. 
 
5. 
Απόλυτες τιµές 
•   Μια για πάντα, ξέχνα ότι απόλυτη τιµή πραγµατικού αριθµού είναι ο αριθµός  

   χωρίς πρόσηµο.  

•   Ορισµός :   ό      0,    ό      

ό      0,   ό      

ταν α ≥ τ τε α = α

ταν α < τ τε α = −α
   ,      ή    

α, όταν  α 0

,  όταν  α < 0

≥
α = 

−α
 

•    Ο αριθµός  α   είναι πάντα  0≥ ,  ενώ ο  α  µπορεί ναι µπορεί όχι. 

•    α = −α   και   α −β = β−α  

•   2 2x     x     x    ή   x= α ⇔ = α ⇔ = α = −α     

      και όχι     2 2x     x= α ⇔ = α  

•    Για  θ > 0 :   x     x≤ θ ⇔ −θ ≤ ≤ θ  

•   2 2x     x     x≤ α ⇔ ≤ α ⇔ − α ≤ ≤ α .   

•   Για  θ > 0 :    x     x    ή   θ x≥ θ ⇔ ≤ −θ ≤  

•   2 2x     x     x   ή   x≥ α ⇔ ≥ α ⇔ ≤ − α ≥ α     

•   α ±β ≤ α + β .    

 

6. 
Τετραγωνικές  ή  ν-οστές ρίζες     
•    Άλλο τετραγωνική ή ν-οστή ρίζα αριθµού και άλλο ρίζα εξίσωσης. Είναι δύο  
      εντελώς διαφορετικές έννοιες. 

      ν-οστή ρίζα του µη αρνητικού  αριθµού  α   λέγεται ο αριθµός  ν α ,  που όταν   
      υψωθεί στη  ν  δίνει   α. 

      Ρίζα εξίσωσης λέγεται κάθε αριθµός, που την επαληθεύει. 

•    Τις υπόριζες  ποσότητες τις υποχρεώνουµε να είναι  0≥  

•    2α = α ,            ( )2

α = α ,              ( 2α = α .  µόνο όταν  0α ≥ ) 
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7. 
Πρόσηµο του τριωνύµου   ( )f x 2x x= α +β + γ  

Το τριώνυµο είναι  ετερόσηµο  του  α ,  όταν   ο  x  βρίσκεται µεταξύ των ριζών. 

Σε κάθε άλλη περίπτωση, το τριώνυµο  είναι  οµόσηµο  του  α,  ενώ µηδενίζεται όταν  

x = ρίζα του τριωνύµου. 

 
 
8. 
Για να λύσω β-βάθµια ανίσωση    

α)    Θεωρώ το τριώνυµο    ( )f x 2x x= α +β + γ  

β)    Βρίσκω τη διακρίνουσα 

γ)    Βρίσκω τις ρίζες  (εφ’όσον βέβαια υπάρχουν) 

δ)    Γράφω τον πίνακα µεταβολών 

 
 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Για τις διάφορες τιµές του   λ∈ℝ ,   να λυθεί η εξίσωση  x 5λ = λ .  
Προτεινόµενη  λύση  

•     Όταν   0λ ≠ ,   η εξίσωση  γίνεται  
x 5

    x 5
λ λ

= ⇔ =
λ λ

  

• .   Όταν   0λ = ,   η εξίσωση  γίνεται    0x 5 0    0x 0= ⋅ ⇔ =   αόριστη, αφού  

         επαληθεύεται για κάθε   x∈ℝ . 
 
 
2. 
Για τις διάφορες τιµές του   λ∈ℝ ,   να λυθεί η εξίσωση   ( )2 x 3 1λ − = λ + . 

Προτεινόµενη  λύση  

•     Όταν   2 0λ − =   δηλαδή όταν  2λ = ,   

       η εξίσωση γίνεται    0x 3 2 1= ⋅ +     0x 7⇔ =   αδύνατη 

•     Όταν   2 0λ − ≠   δηλαδή όταν  2λ ≠  ,     

       η εξίσωση γίνεται  
3 1

x
2

λ +
=
λ −

. 

 
 

λ  παράµετρος 
Παραµετρική 
εξίσωση 
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3. 
Για τις διάφορες τιµές του   λ∈ℝ ,   να λυθεί η εξίσωση   ( ) ( )( )1 x 1 3 2λ − = λ − λ +                                 

Προτεινόµενη  λύση  

•     Όταν   1 0λ − ≠     δηλαδή όταν  1λ ≠  ,     

       η εξίσωση γίνεται   x = 3λ + 2 , 

       έχει µοναδική ρίζα την  3λ + 2 

•     Όταν   λ – 1 = 0    δηλαδή όταν   λ = 1 ,     

       η εξίσωση γίνεται   0⋅x = 0 ,  αόριστη 

       µε άπειρες ρίζες , όλους τους πραγµατικούς αριθµούς 

 
 
4. 
Χρησιµοποιώντας ταυτότητες να συµπληρώσετε τις  ισότητες :                

( )3x 1+ =                                   ( )3x 1− =                           3x 1+ =   

3x 1− =                 2 2 1α + α + =                            2
2

1
2α + + =

α
 

Απάντηση 

( )3x 1+ =  3x + 3 2x +3x + 1 

( )3x 1−  = 3x – 3 2x +3x – 1 

3x 1+   =  (x + 1) ( 2x – x + 1) 
3x 1−  =  (x – 1) ( 2x + x + 1) 

2 2 1α + α +  = (α + 1 2)  

2
2

1
2α + +

α
  =  ( )

2
1α +
α

 

 
 
5. 
Συµπλήρωσε τις ισότητες      3  α =      ⇒       2α =   

                                               3  α = −    ⇒       2α =  

                                               2 9α =       ⇒       α =                                   

                                               3 8α =       ⇒       α =  

                                               3 8α = −     ⇒       α =  

Απάντηση       

9,    9,    3   ή   –3,     2,     –2 

Ρίξε µια µατιά στις  
ταυτότητες 

λ  παράµετρος 
Παραµετρική 
εξίσωση 
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Επανάλαβε  τον ορισµό  
της  απόλυτης τιµής 

6. 

Να µετατραπεί σε πολλαπλού τύπου η συνάρτηση    ( )f x 2x 6 ,  x= − ∈ℝ . 

Προτεινόµενη  λύση  

•      Όταν   2x 6 0− ≥ ,  δηλαδή όταν  2x 6≥ ,  δηλ. x 3≥   

        τότε    2x 6 2x 6− = − .  Άρα   ( )f x  = 2x 6−  

•      Όταν    2x 6 < 0−   δηλ………………………. x < 3  

        τότε     ( )2x 6 2x 6− = − − .  Άρα   ( )f x 2x 6= − +  

           

Τελικά   ( )f x =  
2x 6,  όταν x 3

2x 6,  όταν x < 3

− ≥

− +

  

 
 
7. 

Να µετατραπεί σε πολλαπλού τύπου η συνάρτηση     ( ) 2

x 1
f x

x 1

−
=

−
 ,   x 1≠ ± . 

Προτεινόµενη  λύση  

•      Όταν     2x – 1 > 0,    δηλαδή όταν   2x  > 1 

                                                                  x  > 1         

                                                                  x < –1    ή    x > 1 

        τότε    2x 1−  = 2x – 1,     άρα    ( ) 2

x 1
f x

x 1

−
=

−
 = 

x 1

(x 1)(x 1)

−
− +

 = 
1

x 1+
 

•      Όταν     2x – 1 < 0,    δηλαδή όταν   2x  < 1 

                                                                  x  > 1      

                                                                  –1 < x < 1 

       τότε    2x 1−  = – ( 2x – 1),    άρα    ( ) 2

x 1
f x

(x 1)

−
=
− −

 = 
x 1

(x 1)(x 1)

−
− − +

 = –
1

x 1+
 

Τελικά   ( )f x =  

1
,       όταν   x 1   ή   x 1

x 1
1

,    όταν   1 x 1
x 1

 < − > +

− − < <
 +

  

 
 
 

 

 

Επανάλαβε  τον  
ορισµό της   
απόλυτης τιµής 
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8. 
Να λυθεί η εξίσωση   x 1 3− =    και  η   ανίσωση   x 1 3− ≤ . 

Προτεινόµενη  λύση  

x 1 3    x 1 3   ή    x 1 3− = ⇔ − = − = −      

                        x 3 1   ή    x 3 1= + = − +                              

                        x 4   ή   x 2= = −  

x 1 3    3  x 1 3− ≤ ⇔ − ≤ − ≤  

                         3 1  x 1 1  3 1− + ≤ − + ≤ +  

                         2 x 4− ≤ ≤  

 

9. 
Να  λυθεί η εξίσωση     2x 5=    και η ανίσωση   2x 5> . 

Προτεινόµενη  λύση  
2x 5=     

22   x 5⇔ =      

                       x 5=          

                       x 5   ή   x 5= = −  
 

2x 5>     
22   x 5    ⇔ >     

                       x   5   >  

                       x 5   ή    x 5< − >  

 

 

10. 
Να λυθεί η εξίσωση    2x 1 5− + =    και η ανίσωση   2x 1 5− + ≥  

Προτεινόµενη  λύση  

2x 1 5− + =      ⇔     –2x + 1 = –5     ή      –2x + 1 = 5 

                                  –2x  = – 6         ή      –2x  = 4 
                                   x  = 3               ή      x = –2   
 

2x 1 5− + ≥      ⇔     –2x + 1 ≤  –5    ή     –2x + 1 ≥  5 

                                  –2x  ≤  – 6        ή      –2x  ≥  4 
                                   x ≥  3               ή      x  ≤  –2    
 
 
 

x  = α   ⇔    x = α   ή   x = – α 

x  < θ   ⇔    – θ < x < θ 

x  ≥  θ   ⇔     

x ≤  – θ    ή    x ≥  θ 
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11. 
Να  λυθεί η εξίσωση     ( )2

x 1 9− =     και η ανίσωση    ( )2
x 1 9− ≤  

Προτεινόµενη  λύση  

( )2
x 1 9− =    ⇔    x – 1 = 3    ή     x – 1 = –3     

                                     x = 4   ή    x = –2 

( )2
x 1 9− ≤    ⇔     x 1−  ≤  3     

                                –3 ≤   x – 1 ≤  3     
                                –2 ≤   x ≤  4    
 

12. 
Να λυθεί η ανίσωση    2x 4x 3  0− + < .   (1) 

Προτεινόµενη  λύση  

( ) 2f x x 4x 3= − +  

∆ =  16 – 12  =  4.           Ρίζες     1,2ρ = …………=  1   ή   3 

 
                                   
     
 

 
       Η   ανίσωση  (1)      1  x   3⇔ < <  
 

 
13. 
Να λυθεί η ανίσωση     2x 4x 3  0− + >     (1) 

Προτεινόµενη  λύση  

( ) 2f x x 4x 3= − +  

∆ =  16 – 12  =  4.           Ρίζες     1,2ρ = …………=  1   ή   3 

                                        

 
                      
 
            

 (1)         x  1   ή    x  3⇔ < >  
 

 
 

 

     x −∞              1                    3                 +∞  

( )f x           +         0      –           0 + 

     x −∞              1                 3             +∞  

( )f x             +      0        –        0       + 

2x  = 2α     ⇔                  
x  = α     ⇔   

x = α   ή     x = – α 

Επανάλαβε το  
πρόσηµο τριωνύµου 

Επανάλαβε το  
πρόσηµο τριωνύµου 
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14. 
Να λυθεί η ανίσωση     2x 10x 25 > 0− +    (3) 
Προτεινόµενη  λύση  

( )f x = 2x 10x 25− +  

∆  =  100 – 100  =  0 

Ρίζα  διπλή     
2

β
ρ = −

α
 =  

10

2

−
−   =  5 

                                      
 
                                     
 

Η ανίσωση      x 5    ή    x 5⇔ < > ,    δηλαδή  x 5≠  
 
 
 
15. 
Λύσε τις  ανισώσεις     i)     2x 4x 3 < 0− + −  

                               ii)      2x 8x 16 > 0+ +  

                               iii)    23x x 1 < 0− + −  
                    
 
 
 
 
 

     x −∞                         5                      +∞   

( )f x                   +           0              + 

Επανάλαβε το  
πρόσηµο τριωνύµου 


